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dz z n
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ψ = Γ =   обобщается на 
случай производных дробного порядка от ln ( )zΓ . Полученное свойство в свою очередь обобщается до решения 
уравнения 1( 1) ( ) ( 1)
z
i aF z F z e
z
π α
α++ − = Γ α + , где Re 0, | | 1aα > < . Полученный результат применяется для суммиро-
вания рядов вида 0 ( )
n
n a R n
∞
=∑ , где R(n) – рациональная функция от индекса суммирования.
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The basic property ( ) ( ) 1
( 1) !( 1) ( )
n
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nz z
z +
−
ψ + −ψ =  for the derivatives ( ) ( ) ln ( ), 0,1,2,
n
n
n
dz z n
dz
ψ = Γ =   is generalized 
in the case of fractional derivatives of the function ln ( ).zΓ  The property obtained is then generalized to the solution of the 
equation 1( 1) ( ) ( 1)
z
i aF z F z e
z
π α
α++ − = Γ α + , where Re 0, | | 1.aα > <  The result obtained is applied to summation of series 
of the form 0 ( ),
n
n a R n
∞
=∑  where R(n) is the rational function of summation index.
Keiwords: polygamma-function, summation of series, Cauchy integral formula, periodic analog of the Cauchy kernel, 
Hurwitz functions.
1. Полигамма-функциями называются производные различных порядков от функции ln ( )zΓ . 
В частности, пси-функция ( ) ln ( )
dz z
dz
ψ = Γ  называется также бигамма-функцией, а ее произ водные 
 ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,
IVz z z z′ ′′ ′′′ψ ψ ψ ψ  
– тригамма-, тетрагамма-, пентагамма-, гексагамма-, … функциями соответственно [1, с. 84–85]. 
Они хорошо изучены, табулированы и обладают многими свойствами, среди которых выделим 
следующее:
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n
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n
nz z n
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ψ + −ψ = =   (1)
Это свойство считаем основным, так как с его помощью, например, суммы любых сходящих-
ся рядов вида 
0
( )
n
n R n
∞
=
= ∑ , где R(n) – рациональная функция от индекса суммирования n, выража-
ются в явном виде через полигамма-функции. 
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Желая обобщить свойство (1), станем искать аналитическую при Re 0z >  функцию ( ) ( )zαψ , 
удовлетворяющую следующему функциональному уравнению:
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ψ + −ψ =  (2)
где Re 0α > , причем ( ) ( ) 0zαψ →  при Re z →+∞. Очевидно, что если 0,1,2,α = , то (2) перехо-
дит в (1).
Чтобы найти функцию ( ) ( )zαψ , зададим параметр (0,1)λ∈  и будем считать сначала, что 
Re 1zλ < < λ + . Применим к функции 1
1
zα+
 интегральную формулу Коши в полосе 
{ }Re 1zΠ =Π ∪∂Π = λ ≤ ≤ λ + , используя периодический аналог ядра Коши 
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Так как подынтегральный дифференциал мероморфен попеременной τ в правой полуплоско-
сти, то последние интегралы можно вычислить с помощью вычетов. Имеем
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где ( )1, zζ α +  – обобщенная дзета-функция Римана (функция Гурвица; [2, с. 1087, формула 
9.521.1]). Аналогично вычисляется и другой интеграл:
 
( ) ( ) ( )
2 21
11 2 2 2 2
1
1 1
2 2 1
i ii i
i iz i iz
i i
de de
i ie e e e
π τ π τλ+ + ∞ λ+ ∞
α+α+ π τ π π τ π
λ+ − ∞ λ− ∞
= =
π πτ − τ + −
∫ ∫
  
 ( )
( )1
0
1
1, 1 .
1n
z
z n
∞
α+
=
= − = −ζ α + +
+ +
∑
 
Образовав разность значений последних двух интегралов, получим
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Умножим это равенство на ( )1ieπ αΓ α + , найдем
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Так как правые части равенств (2) и (3) совпадают, то из них находим
 
( ) ( ) ( ) ( )1( ) 1 1, ( ) ,iz e z f zα π α+ψ = Γ α + ζ α + +  
где ( )f z  – некоторая аналитическая функция, периодическая с основным периодом 1. Поскольку 
( ) ( ) 0zαψ →  и ( )1, 0zζ α + →  при Re z →+∞, то ( ) 0f z ≡ . Таким образом, окончательно имеем
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( ) ( ) ( ) ( )1( ) 1 1, .iz e zα π α+ψ = Γ α + ζ α +  (4)
Эта формула в доступных нам источниках (напр., [1–3] и др.) не встречалась.
2. Рассмотрим теперь более общее, чем (2), уравнение
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где 0 | | 1, Re 0a< ≤ α > . Решим его с помощью интегральной формулы Коши в полосе 
{ }Re 1zΠ =Π ∪∂Π = λ ≤ ≤ λ + . При  имеемz∈Π  :
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Так как подынтегральный дифференциал мероморфен по переменной τ в правой полуплоско-
сти и стремится к нулю при Reτ→ +∞, то последние интегралы можно вычислить с помощью 
вычетов. Имеем:
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где ( ), 1,a zΦ α +  – обобщение функции Гурвица [2, c. 1089, формула 9.550]. Отсюда находим 
( ) ( ) 1, 1, 1 , 1,
z
z aa a z a z
zα+
− Φ α + + +Φ α + = . Сравнив это равенство с (5), получим
 
( 1)( ) ( 1) ( , 1, ) .i zF z e a a zπ α+= Γ α + Φ α +  (6)
Таким образом, уравнение (5) решено.
В качестве приложения отметим, что использование функции (6) позволяет вычислять сум-
мы всевозможных сходящихся рядов вида 
 0
( ) ,n
n
R n a
∞
=
⋅∑  (7)
где 0 | | 1a< < , а R(n) – рациональная функция от индекса суммирования n. Для этого надо сначала 
разложить рациональную функцию R(n) на сумму простейших рациональных дробей. Затем 
в соответствии с этим представить ряд (7) в виде суммы рядов такого же типа, где вместо R(n) 
стоит простейшая рациональная функция. Такие ряды суммируются непосредственно с помо-
щью функции (6), где ( , 1, )a zΦ α +  – обобщение функции Гурвица.
В качестве примера просуммируем ряд 2 2
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В результате получим
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где ( , , )a zΦ α  – обобщение функции Гурвица.
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